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1. O субдифференцируемости интегального функционала 

 

         Символом 
],[ 101, ttW n

p  обозначается  банахово пространство  абсолютно  

непрерывных  функций  из 
],[ 10 tt
 в  

nR  первая производная, которых 

принадлежит 
],[ 10 ttLn

p , а символом 
],[ 21, TtW m

p  обозначается банахово 

пространство абсолютно  непрерывных  функций  из   
],[ 2 Tt
  в   

mR  первая  

производная, которых  принадлежит  
],[ 2 TtLm

p . 

         Пусть   mn RRA :  линейный  оператор, т.е.  nmA    матрица   и  
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1

0 2

)()()()())(),(( 10

t
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dttytAxdttxtxyx  , где  Tttt  2100 . 

           Ясно, что пара 
Wyx ),(

 однозначно определяется  вектором  

))(),(),(),(( 10  ytAxxtx 
. Определим оператор 

mnn RttLRS  ],[: 101   

следующим виде   

))(())(,(

1

0



t

t

dttzcAzcS

,  где  ].,[)(, 101 ttLzRc nn   Тогда 

имеем, что ]},[)(],,[)(,:))()),(,(),(,{( 2121011211 TtLzttLzRczzcSzc mnn    

является подпространство в ],[],[ 21101 TtLRttLR mmnn  . Поэтому  
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используя из теоремы Хана-Банаха имеем, что каждый линейный 

непрерывный  функционал   
*w  в   W   имеется  в  виде 
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где ],[)(,],,[)(, 210 TtLuRbttLRa mmnn
   . Функционал 

*w

обозначается  символом  ),,,( uba  .  

        В дальнейшем равенства и включения, связанные с измеримыми  

функциями   понимается  как  почти  всюду.  

 Обозначим }{ RR  и  
}{ RR

. Если RRttf n ],[: 10   и  

RRTtg m ],[: 2   нормальные интегранты  (см.[2,3]), то рассмотрим 

функционал 

             

WyxdttytgdttxtfyxJ

T
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t

t

  ),(,))(,())(,(),(

2

1

0 . 

        Субградиентами   J   в  точке   Wyx ),(   являются  по  определению  

элементы   
*Ww 

  для  которых 
),(),(,),(),( yxyxwyxJyxJ  

  при  

всех   Wyx ),(   или,  что  равносильно,
),(,),()(* yxwyxJwJ  

 

(см.[3,7]). Множество всех  таких субградиентов  обозначается  через 
),( yxJ  и называется субдифференциалом  функционала  J   в точке  ),( yx . 

Функционал  
** ),,,( Wubaw  
  назовем "абсолютно  непрерывным", 

если  существуют  функции   
],[ 101 ttLn
,  

],[ 21 TtLu m

 такие, что   
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       B  этом  пункте   устанавливается  связь  между   ),( yxJ  и    ))(,( txtf ,  
))(,( tytg .       

Лемма 1. Если ),( tf  и ),( tg  сублинейные функции, для всякого nRx  и 

mRy  функции ),( xtf  и ),( ytg  суммируемы в 
],[ 10 tt
 и 

],[ 2 Tt
 

соответственно , то 
** ),,,( Wubaw    принадлежит )0,0(J  тогда и только 

тогда, когда w  "абсолютно непрерывен",  )0,()( tft   при 
],[ 10 ttt 
  и  

)0,()( tgtu    при 
],[ 2 Ttt
. 

Доказательство. Рассмотрим в пространстве ],[],[ 210 TtLttL mn
   

функционал  
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Ясно, что J  сублинейный и по следствию ]7[2 A  непрерывный функционал 

на  ],[],[ 210 TtLttL mn
  . Поэтому по предложению 3 ([3], с. 210) и по теореме 

3 ([3], с. 362) )0,0(J  слабо* компактно и  ],[],[)0,0( 21101 TtLttLJ mn  . 
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Поэтому используя  теорему о минимаксе (см.например, [6]) получим, что   
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Лемма доказана.     

Лемма 2. Если f  и g  нормальные  выпуклые  интегранты, выпуклый  

функционал J  конечен в точке Wyx  ))(),(( 00 , существует 0  такое, что 

функции  ))(,( 0 xtxtf   и ))(,( 0 ytytg   сумми-руемы при nRx , x  и  

mRy , y  в 
],[ 10 tt
 и  

],[ 2 Tt
 соответственно, то функционал J  

непрерывен в точке Wyx  ))(),(( 00  относительно нормированной 

топологии пространства  W . 

Доказательство. Из  условия  и  из  теоремы 2 [7]  вытекает, что  функционал 

J  непрерывен  в  точке Wyx  ))(),(( 00  относительно нормированной 

топологии пространства ],[],[ 210 TtLttL mn
  . Поэтому функционал J  

непрерывен  в  точке  ))(),(( 00  yx   относительно  нормированной  топологии  

пространства  ],[],[ 21,1101,1 TtWttW mn  . Отсюда вытекает, что функцио-нал J  

непрерывен в точке Wyx  ))(),(( 00  относительно нормированной 

топологии пространства  W . Лемма доказана. 

        Если mn RRAA  )(Im , то по теореме Банаха об открытым 

отображение для любого 0  существует )(  такое, что 

  mn RR
BAxBxA )(  , где sR

B  единычный шар в sR . Поэтому если 

функционал J  непрерывен  в точке  Wyx  ))(),(( 00  относительно 

нормированной тополо-гии пространства W , то существует 0  такое, что 

функции ))(,( 0 xtxtf   и ))(,( 0 ytytg   сум-мируемы при nRx , x   и  

mRy , y .  

Лемма 3. Если  f  и  
g

 нормальные  выпуклые  интегранты,  выпуклый  

функционал  ),( yxJ  конечен  и  непрерывен  в  точке ),( yx  относительно  

нормированной  топологии  пространства ],[],[ 21,1101,1 TtWttW mn  , то   

 ),( yxJ   и функционал  
** ),,,( Wubaw  
 принадлежит  ),( yxJ  
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тогда и  только тогда, когда функционал  w  "абсолютно непрерывен"  ,   

))(,()( txtft   при   
],[ 10 ttt 
  и   ))(,()( tytgtu    при 

],[ 2 Ttt
.  

Доказательство. Непустота ),( yxJ  вытекает из предложения 3([3], с.210). 

Докажем второе утверждение теоремы. По условию существует 0  такое, 

что функции ))()(,( txtxtf   и ))()(,( tytytg   суммируемы при 

],[],[))(),(( 21,1101,1 TtWttWyx mn   и   )(,)( tytx .Так как (см.[5]) 
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при   )(,)( tytx  и  )1,0( ,  то из теоремы Лебега (см. [6]) получим,  
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при  ],[],[),( 21,1101,1 TtWttWyx mn  . 

          Из  предложения   4([3] , с. 206)   вытекает,  что  сублинейный 

функционал  ),;,(),( yxyxJyx   конечен  и  непрерывен  на  

],[],[ 21,1101,1 TtWttW mn  .  Постоянные  вектор-функции  принадлежит  

],[],[ 21,1101,1 TtWttW mn  ,  поэтому   ));(,( xtxtf   и   ));(,( ytytg    суммируемы  

при  nRx ,  mRy . Если  учесть, что )0,0;,(),( yxJyxJ  ,  

),0);(,())(,( txtftxtf   ),0);(,())(,( tytgtytg   то  утверждение  леммы  

вытекает  из  леммы  1.  Лемма  доказана. 

Следствие 1. Если Wyx ),( , f  и 
g

 нормальные  выпуклые интегранты, 

существует 0  такое, что функции ))(,( xtxtf   и ))(,( ytytg   

суммируемы при nRx , x  и mRy , y , то  ),( yxJ  и 

функционал 
** ),,,( Wubaw    принадлежит ),( yxJ  тогда и только 
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тогда,  когда w  "абсолютно непрерывен" и ))(,()( txtft   при 

],[ 10 ttt 
 и ))(,()( tytgtu    при 

],[ 2 Ttt
.  

 

2.      Субдифференцируемость  терминального  функционала 

 

         Пусть .:  RRRR mnn  Рассмотрим в пространстве W 

функционал вида 
))(),(),((),( 10 TytxtxyxJ 

 и  определим  условия  при  

которых )( ** xJ  конечен. 

Лемма 4.  Если   ),(,,, mnmn RRLARcRba  ; ],[)( 10 ttLn
 , ],[)( 2 TtLu m
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то   существуют  nRb 1 , mRb 2   такие,  что   1)( bt   при 
],[ 10 ttt 
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2)( btu   при 
],[ 2 Ttt
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],[),( 10
1
1,1100 ttWttC  , то получим, что  
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Поэтому  )(t  постоянная  вектор-функция, т.е.  существует   nRb 1   такое,  

что   1)( bt   при 
],[ 10 ttt 
.  Аналогично имеем, что   (t)u  постоянная  

вектор-функция.. 
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Отсюда вытекает, что 
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Поэтому  получим, что )(t  и   )(tu  постоянные  вектор-функции.  Лемма  

доказана. 

Лемма  5.  Пусть ))(),(),((),( 10 TytxtxyxJ  ,  существует  функция  

Wyx ),(   такая,  что  ))(),(),(( 10 Tytxtx   конечен .  Тогда,  если  )w(J **   

конечен,  где  
** ),,,( Wubaw  
,  то существуют  nRb 1    и    mRb 2    

такие,  что   1)( bt   при   
],[ 10 ttt 
,   2)( btu    при 

],[ 2 Ttt
   и        

),,()( 2211 bbAbAbbawJ   . 

Доказательство. По  условию   существует  функция  Wyx ),(   такая,  что  

))(),(),(( 10 Tytxtx   конечен .    По определению  
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21,1101,1

)()(),()(
),()(),()(

],[],,[

 






dttutydtttx

T

t

t

t

TyTytxAty
txtxtxtx

TtWyttWx mn

    

Поэтому  из  леммы  4  получим, что )(t  и   )(tu  постоянные  вектор-

функции, т.е. существуют   
nRb 1   и   

mRb 2  такие, что   1)( bt 
  при   

],[ 10 ttt 
,   2)( btu 

  при 
],[ 2 Ttt
.  

        Так  как   )( ** wJ   конечен,  то  имеем, что  
















))(())(())({(sup))}(),(),((

))(())(())(())({(sup)(

21110

)()(

],[],,[
10

2110

)()(
],[],,[

**

12

21,1101,1

2

1

0
12

21,1101,1

bTybbAtxbatxTytxtx

dtbtybtAxdtbtxatxwJ

tAxty

TtWyttWx

T

t

t

t
tAxty

TtWyttWx

mn

mn





        

).,,())}(),(),(())((

))(())({(sup

))}(),(),(()))((

2211102

21110
],[],,[

1021

21,1101,1

bbAbbAbaTytxtxbTy

bAbbAtxbatx

TytxtxbtAx

TtWyttWx mn

















 

Лемма доказана. 

Следствие  2. Если      собственная  выпуклая  функция  в   mnn RRR  ,    

))(),(),(()( 10 TytxtxxJ    и  ),(* yxJw  ,  где  
** ),,,( Wubaw   , то  

существуют  n

1
Rb  , mRb 2   такие,  что   1)( bt   при  

],[ 10 ttt 
,  2

b)t(u   

при 
],[ 2 Ttt
  и   ))(),(),((),,( 102211 TytxtxbbAbAbba  

.   

          Если   ))(),(),(()( 10 TytAxtxxJ  , то  аналогично  доказывается  

следующее  утверждение. 
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Лемма 6. Ecли ))(),(),((),( 10 TytAxtxyxJ  ,  nn  матрица  A  такая,  что 

0det A , существует  функция  Wyx ),( такая,  что   ))(),(),(( 10 TytxAtx  

и    )( ** wJ   конечны,  где  
** ),,,( Wubaw   ,  то существуют   n

1
Rb  , 

n

2
Rb    такие,  что   1

b)t(   при   
],[ 10 ttt 
,   

2
b)t(u    при 

],[ 2 Ttt
  и    

),)(,()( 221
1

1 bbbbAbawJ    . 

Доказательство.  Пусть  nnn RRRTytxtx ))(),(),(( 10   такая,  что   

))(),(),(( 10 TytxAtx .  По определению    

}.))()(())()(({sup

))(),(),(())(())(())}(),(),((

))()(())(())()(())({(sup)(

2

1

0

12

1100

21,1101,1

2

1

0
12

21,1101,1

)()(),()(
),()(),()(

],[],,[

101010

10

)()(

],[],,[

**

dttutydtttx

TytxAtxbtxAatxTytAxtx

dttutybtAxdtttxatxwJ

T

t

t

t

TyTytxAty
txtxtxtx

TtWyttWx

T

t

t

t
tAxty

TtWyttWx

nn

nn






























 

Так как    )w(J **   конечен,  то отсюда  вытекает, что      

                                   .))()(())()((sup

2

1

0

12

1100

21,1101,1

)()(),()(
),()(),()(

],[],,[

 






dttutydtttx

T

t

t

t

TyTytxAty
txtxtxtx

TtWyttWx nn

    

Поэтому из   леммы  4  получим,  что )t(  и   )t(u  постоянные  вектор-

функции,  т.е. существуют   
nRb 1   и   

nRb 2  такие,  что   1)( bt 
  при 

],[ 10 ttt 
,   2)( btu 

  при 
],[ 2 Ttt
.  Так как   )( ** wJ   конечен,  то  имеем,   
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0
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TytAxtx
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tAxty
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t
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).,)(,())}(),(),(())((

))()(())({(sup

))}(),(),(()))((
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1

1102

21
1

110
],[],,[

1021

21,1101,1

bbbAbbaTytAxtxbTy

bbAbtAxbatx

TytAxtxbtAx

TtWyttWx nn

















 

Лемма доказана. 
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Следствие  3.  Если      собственная  выпуклая  функция  в   nnn RRR  ,  

nn  матрица  A  такая,  что 0det A , ))(),(),((),( 10 TytAxtxyxJ   и   

),(* yxJw  ,  где  
** ),,,( Wubaw   ,  то   существуют  nRb 1 , nRb 2   

такие,  что   1)( bt   при   
],[ 10 ttt 
,   2)( btu    при 

],[ 2 Ttt
  и    

                                            ))(),(),((),)(,( 10221
1

1 TytxAtxbbbbAba  

.   

 

3.      Об обобщенной задаче Больца 

 

           Рассматривается  задача  минимизации  функционала 

         
 

T

t

t

t

dttytytgdttxtxtfTytxtxyx

2

1

0

))(),(,())(),(,())(),(),((),( 100


,        (2) 

в пространстве Wyx  ))(),(( , где ],,(:  mnn RRR  

],(],[: 10  nn RRttf ,   ],(],[: 2  mm RRTtg .  

         B   п. 3   будем  предполагать,  что   f  и  g  нормальные  выпуклые  

интегранты  на   )(],[ 10
nn RRtt    и )(],[ 2

mm RRTt   соответственно,   

выпуклая  функция на mnn RRR  , nmA   матрица.   Будем  говорить, 

что кривая  )(tx , 10 ttt  , )(ty , Ttt 2 ,  решает обобщенную задачу 

Больца (2), если   ),(0 yx  и  справедливо  неравенство  

),(),( 00 yxyx   при  любой   функции  Wyx  ))(),(( .           

        Рассмотрим  функционал  

 

T

t

t

t

dtttytytgdttztxtxtfTytxtxzyx

2

1

0

))()(),(,())()(),(,())(),(),((),,,( 10  

, 

где   ],[)( 101 ttLz n ,  ],[)( 21 TtLm .  Положим   
),,,(inf),(

),(
 zyxzh

Wyx


 .  

Из  предложения  2.5 [5] вытекает,  что  h  выпуклая  функция. 

Лемма 7.  Допустим, что   
 RRRttf nn],[: 10

и   
 RRRTtg mm],[: 2

 

выпуклые нормальные интегранты,    RRRR mnn:   выпуклая  

функция,   nmA    матрица, 
),(inf 0

),(
yx

Wyx


   конечен  и  существуют  

функция   
Wyx  ))(),(( 00   и   0r  такие, что  функции   

))(,)(,( 00 txztxtf 
  

и  
))(,)(,( 00 tyytytg 

 суммируемы  при  
nRz , 

rz 
  и  

mRy
, 

ry 
 в   

],[ 10 tt
  и   

],[ 2 Tt
 соответственно, а  функция   

)),(( 00 tx
  непрерывна  в  

точке   
))(),(( 010 Tytx

. Тогда  функция   h  субдифференцируема  в  нуле, 
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т.е. задача  (2)   стабильна (cм. [10]). 

Доказательство.  Так как  

    
 

T

t

t

t

dttytytytgdttxtxtxtfyxJ

2

1

0

))(),()(,())(),()(,(),( 0000


    

в  пространстве W  непрерывен  в  точке  нуль, то  существуют такие   01 
  

и    1L
,  что  1),( LyxJ 

 при   

 ))(~),(~{(),( yxyx  

  

1

0 2

})(~)(~)(~)(~: 110

t

t

T

t

dttytxAdttxtxW 

.  

Te же  свойства   
)),(( 00 tx
 получим, что  существуют  0

2
  и    2L

, что   

22100 ),),(( Lddtx 
  при    

,)()( 202101  Tydtxd
 

mn RRdd ),( 21 .  

         Обозначив   



t

t

z dssztxtx

0

)()()(},,min{ 021 

 ,

 

1

02

)()()()( 0

t

t

t

t

dsszAdsstyty 

 получим   




),,,(),,,(inf),(
),(

  zyxФzyxzh z
Wyx  

                       

   dsstytgdttxdssztxtf

t

t

T

t

t

t

t

t 22

1

0 0

)()(,())(,)()(,( 000 

 

2101000 ))()()(,)()(),(())(,)(

1

02

1

0

1

0

LLdsszAdssTydssztxtxdttydsszA

t

t

T

t

t

t

t

t

  

 

при   ],[)( 101 ttLz n ,  ],[)( 21 TtLm ,  
)1(

)()(
11 A

z mn LL 





. Согласно  

предложению  1.2.5  [10],   отсюда   следует,  что   h   непрерывен  в  нуле. 

Тогда из  предложения 1.5.2 [10]  вытекает, что   h  субдифференцируема  в  

точке  нуль. Лемма  доказана. 

        Пусть  
nRz, .  Положим   

)},,(){(inf),,(0 zxtfzxtf
z

 
,     

)},,(){(inf),,(0 


ytguuytg 
. 

Теорема 1. Пусть  RRRttf nn],[: 10  и   RRRTtg mm],[: 2  

выпуклые нормальные интегранты,   RRRR mnn:  выпуклая  

функция, nmA    матрица.  Для  того, чтобы  функция Wyx  ))(),((
 среди  
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всех функций  Wyx  ))(),((  минимизировала  функционал  (2)  достаточно, 

чтобы  нашлись  функции  
],[)( 101,1 ttW n
  и   

],[)( 21,1 TtWu m
    такие,  что 

1)   ))(),(,()( 0 ttxtft   
,       

],[ 10 ttt 
,                   

2)    
))(),(,())()(())(),(,(0 txtxtfttxttxtf   

,   
],[ 10 ttt 
, 

3)   ))(),(,()( 0 tutytgtu  
,        ],[ 2 Ttt ,                    

4)    
))(),(,())()(())(),(,(0 tytytgtutytutytg  

,    ],[ 2 Ttt , 

5)  ,))(),(),(())(),()(,)(( 10210 TytxtxTutuAtt   

   

а если  выполнено  условие  леммы 7   при   
))(),(())(),(( 00 sytxsytx 

,  то  

условия  1)-5)  и  является  необходимыми.  

Доказательство.  Достаточность  теоремы  непосредственно  проверяется. 

Необходимость.  Из  леммы  7  вытекает, что  h  субдифференцируема  в  

точке  нуль. Поэтому из  замечания  3.2.3  и  из предложения 3.2.4 [10] 

вытекает, что решения  Wyx  ))(),((
 задачи 

}),(:),(inf{ 0 Wyxyx 
 и 

решения ))(),((  u  задачи  )},,0,0({sup *

],[],[),( 210

u
TtLttLu mn





 

 связаны  

экстремальным  соотношением 

 0),,0,0()0,0,,( *  uyx  .                                                                                (3) 

По  определению 
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t
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t
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t
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                    (4) 
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         Обозначим  

1

0 2

,))(),(,())(),(,(),( 00
1

t

t

T

t

dttutytgdtttxtfyxJ   

))(),(),((),( 102 TytxtxyxJ  . Из  (3), (4)  вытекает,  что   ),(1 yxJ   и   ),(2 yxJ
 

собственные  функционалы. Так как  

               
))(,)(,())()(())(,)(,(0 txztxtfttxtztxtf   

,                           

               
))(,~)(,())()(())(,~)(,(0 tyztytgtutytuztytg  

  

при   
nRz , 

rz 
  и    

mRz ~
, 

rz ~
,  то  при   условии   теоремы  1  

функционал   J1   непрерывен  в  точке   ))(),((  yx ,   а  ))(),((2  yxJ   конечен.  

По  соотношению  (3)   имеем 

.0),,0,0())(),(),(())(),(,())(),(,( *
10

2

1

0

  uTytxtxdttytytgdttxtxtf

T

t

t

t



 
Положив 

         

1

0 2

))(),(),(())(),(,())(),(,(),( 10
00

t

t

T

t

TytxtxdttutytgdtttxtfyxS   

из   (4)   имеем,  что   )(),,0,0(*  wSu ,   где   ),0,,0( uw  . Так  как  

              
1

0 2

),,())()(())()(()(

t

t

T

t

yxSdttutydtttxwS                    

               

1

0 2

),,())()(())()((),( 0

t

t

T

t

yxФdttutydtttxyxS    

то  отсюда  получим, что 

                             
1

0 2

).,(),())()(())()(()( 0

t

t

T

t

yxФyxSdttutydtttxwS    

Поэтому из  соотношения  (3)  вытекает,  что 

  
1

0 2

),,())()(())()(()(

t

t

T

t

yxSdttutydtttxwS    

  

1

0 2

).,())()(())()((),( 0

t

t

T

t

yxФdttutydtttxyxS    

Из  второго  соотношения  вытекает, что 
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Отсюда  используя  неравенства  Юнга-Фенхелья  получим 

      
,))()(())(),(,())(),(,(0 ttxtxtxtfttxtf   
             

],[ 10 ttt 
, 

      
))()(())(),(,())(),(,(0 tutytytytgtutytg  

,              ],[ 2 Ttt . 

  Из  равенства        
1

0 2

),())()(())()(()(

t

t

T

t

yxSdttutydtttxwS    

вытекает, что  ),(),0,,0( yxSu  .  Из  теоремы  Моро-Рокафеллара имеем, 

что  ),( yxS
),(),( 21 yxJyxJ  . Поэтому существуют   ),(),,,( 11111 yxJuba    

и 
),(),,,( 22222 yxJuba 
 такие, что 

),,,(),,,(),0,,0( 22221111 ubaubau  
.  

          Так  как   
),(),,,( 11111 yxJuba 

,  то  из  следствия  1  вытекает, что  

функционал  
*

11111 ),,,( Wubaw    принадлежит  ),(1 yxJ  тогда  и  только 

тогда,  когда  

1
w   "абсолютно непрерывен"  и   ))(),(,()( 0

1 ttxtft     при 

],[ 10 ttt
 и ))(),(,()( 0

1 tutytgtu    при 
],[ 2 Ttt 
. По определению 

функционал 
*

11111 ),,,( Wubaw  
  "абсолютно непрерывен",  если  

существуют  функции   ],[ 1011 ttLn ,   ],[ 211 TtLu m

 такие,  что  

                    

,)()()()(
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        Так  как   
),(),,,( 22222 yxJuba 
,  то  из  следствия  2  вытекает,  что  

функционал 
*

22222 ),,,( Wubaw      принадлежит   
),(2 yxJ

,  то  

существуют   nRd 1 ,  mRd 2    такие, что   12 )( dt  ,  22 )( dtu   и      

                          ))(),(),((),,( 10222112 TytxtxddAbAdda  

. 

      Из равенства 
),,,(),,,(),0,,0( 22221111 ubaubau  

 вытекает, что   

210 aa 
, 21  

, 210 bb 
 и   21 uuu 

.  Отсюда  имеем, что   

12 aa 
, 11 )()( dtt 

  при  
],[ 10 ttt 
, 12 bb 

  и    21 )()( dtutu 
 при 

],[ 2 Ttt 
. Тогда ))(),(,()( 0 ttxtft        и    ))(),(,()( 0 tutytgtu    

                               ))(),(),((),,( 10221111 TytxtxddAbAdda  

, 

и   

   
1

0 2

)(,)()( 1111

t

t

T

t

tbAdssuAdssa 

 

                             ,)()()( 11111

20

1

0

dbAdssuAdssdss

T

t

t

t

t

t

 

 

211

22

)()()( ddssudssutu

t

t

T

t

 


.  Отсюда  вытекает, что   )()(1 tt    и    

)()(1 tutu 

. Поэтому  
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tbAdssuAdssa  
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Отсюда  имеем, что   
,))()(()()( 12011 bAtuTuAtta   

 

,))()(()( 1121 dbAtuTuAt    2)( dTu 
.   

Поэтому 

21211

12011

)(. ,))()(()(

,))()(()()(

dTubAtuTuAtd

bAtuTuAtta
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        Тогда из  соотношения     ))(),(),((),,( 10221111 TytxtxddAbAdda  

   

имеем, что      .))(),(),(())(),()(,)(( 10210 TytxtxTutuAtt   

 Теорема доказана. 

Следствие 4. Пусть 
 RRRttf nn],[: 10

и     RRRTtg mm],[: 2  

выпуклые нормальные интегранты,   RRRR mnn:  выпуклая  

функция, nmA    матрица.  Для  того, чтобы  функция Wyx  ))(),((  среди  

всех функций  Wyx  ))(),((  минимизировала  функционал (2)  достаточно,  

чтобы  нашлись  функции  
],[)( 101,1 ttW n
   и    

],[)( 21,1 TtWu m
    такие, что 

1)  ))(),(,())(),(( txtxtftt    ,       
],[ 10 ttt 
,               

2)  ))(),(,())(),(( tytytgtutu   ,      ],[ 2 Ttt , 

3)  ,))(),(),(())(),()(,)(( 10210 TytxtxTutuAtt   

   

а  если  выполнено  условие  леммы  7   при  
))(),(())(),(( 00 sytxsytx 

,  то  

условия  1)-3)  и  является  необходимыми.  

       Аналогично  можно  рассмотреть   минимизации  функционала 
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t
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t
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1

0
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на  пространстве  W . 
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Variasiya məsələsinin minimumu üçün zəruri  

və kafi şərtlər haqqında 

 

М.А. Sadıqov 

 

XÜLASƏ 

 
         İşdə ümumiləşmiş Bolsa məsələsinin ekstremumu üçün zəruri və kafi şərt 

tapılmışdır. 

            Açar sözlər: çoxqiymətli inikas, diferensial daxilolma, normal inteqrant.  

 

 

On the necessary and sufficient conditions for the minimum in the  

variational problem 
 

M.A. Sadygov 

 

ABSTRACT 

 
            We obtain necessary and sufficient optimality conditions for the generalized 

problem of Bolza is  variable structure.        

            Keywords: multivalued mapping, diferential inclusions, normal integrand. 

 

 


